Flufiprobleme und Dualitat
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1 Grundlagen

Definition. Sei ein einfacher gerichteter Graph D = (V, E) mit Kantenkapa-
zitdten ¢: E — R(‘)" und ausgezeichneten Knoten s,t € V, s Quelle (source)
und ¢ Senke (target) gegeben. Man bezeichnet das Tupel (D; s,t;¢) dann als
Netzwerk. Eine Abbildung f: F — ]Rg’ heifst Fluf$, wenn sie die folgenden
beiden Eigenschaften hat:

(i) Fiir alle (4,7) € FE ist die Kapazitdtsbedingung
0 < f(i,5) < c(i,5) 1)
erfiillt.
(ii) Fir alle s € V' \ {s,t} ist die Fluferhaltungsbedingung
oo fGi- D>, fGi)=0 (2)
{41G.5)eE} {il(Gi)eE}
erfiillt.

Lemma 1. Fir einen Fluf f in einem Netzwerk (D;s,t;c) gilt

Zfsz Zfzs Zfzt thz).

(s,i)€E (i,8)€E (i) eE (ti)eE



Beweis. Es gilt

Mo fGa) =D fls)+ D fG+ Yo Y fi4)

(i,j)EE (i,8)EE (i,t)EE jeV\{s,t} (i,j)eE
o f+ Do+ Do > fE)
(s)EE (ti)eE JEV\{s,t} (ji)EE
Wegen der Fluferhaltungsbedingung (2) folgt die Behauptung. O

Definition. Der Ausdruck

heilkt Wert des Flusses f.
Ein Flu® f, fiir den w(f) maximal ist, d.h. w(f’) < w(f) fiir alle Fliisse
f"in Netzwerk (D; s,t;¢), heikt Mazimalfluff in (D;s,t;c).

Problem. In einem Netzwerk (D; s, t;e) soll ein Maximalfluk gefunden wer-
den.

Definition. Eine Menge S C V induziert eine Partition (S, V'\S) der Knoten-
menge V, die wir Schnitt im Graphen D = (V, E) nennen. In einem Netzwerk
(D; s,t;c) heift (S,V \ S) ein s-t-Schnitt, wenn s € S und t € V' \ S. Die
Kapazitdt eines Schnittes (S,V \ S) ist definiert als

(S, V\S) = > cli,g) -
(4,J)EE
1€ES
JEVA\S
Ein Schnitt (S, V'\ S) heift minimal, wenn ¢(S, V' \ S) minimalen Wert unter
allen Schnitten (S, V'\ S’) in D hat, d.h. ¢(S",V'\ S") > ¢(S,V'\ S) fiir alle
SSCcVmitd£A£S8" #V.

Schnitt-Lemma 2. Sei (S,V'\S) ein s-t-Schnitt im Netzwerk (D; s, t;c). Fir
jeden Flufy f gilt, daf

= > fli) - > fi,9)

(1.4)€E (i.4)EE
i€S JES
JEV\S 1€V\S

Insbesondere ist w(f) < ¢(S,V'\ S).
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Beweis. Es gilt

w(f) =D D f60) - Y. f.9)

€S \(4,))€EE (41)EE
= Y f0) - >, GO+ Y, fG5)— Y, flhd)
(i,j)eE (Ji)eE (i.5)eE (Un)eE
5,JES 1,jES €S i€S
~ ~ ~  jEV\S JjEV\S
=0 S——
>0
< Y cling) =S,V \S)
(4.J)EE
€S
JEVA\S

Beispiel. Der Graph

zeigt ein Flufnetzwerk mit einem eingezeichneten Flufs mit Wert 30. Die
Kaparzitidten der Kanten sind in Klammern angegeben. Auferdem sind zwei
s-t-Schnitte S1 und S mit den Kapazitdten 49 und 31 eingezeichnet, wobei
letzterer minimal ist. Der Schliissel zum Finden eines Flusses mit grofierem
Wert scheint ein ,erhéhender Weg* von s nach ¢ zu sein, bestehend aus ,,Vor-
wirtskanten® (i, 7), auf denen f(%,j) < ¢(i,7) und ,Riickwértskanten“ (3, j),
auf denen f(i,7) > 0. Die hervorgehobenen Kanten zeigen einen solchen
erhchenden Weg.

Definition. Zu einem Fluf f im Netzwerk (Dj;s,t;c) betrachten wir einen
(ungerichteten) Weg von s nach ¢. Alle Kanten auf diesem Weg, die von
s in Richtung t gerichtet sind, heifen Vorwdrtskanten, alle anderen Riick-
wdrtskanten. Ein solcher Weg heifst erhohender Weg (beziiglich f), wenn fiir
jede Vorwiartskante (i,7) des Weges f(%,7) < c¢(4,7) gilt und wenn fiir jede
Riickwirtskante f(i,7) > 0.



Satz vom erhéhenden Weg 3. Ein Fluff f in einem Netzwerk (D;s,t;c) ist
genau dann ein Mazimalflufl, wenn es beziiglich f keinen erhéhenden Weg
gibt.

Beweis. = : Sei f ein Maximalfluf. Angenommen, es existiert beziiglich
f ein erhohender Weg. Sei fiir Kanten (i, j) dieses Weges

AG, ) c(i,j) — f(i,7) falls (4,7) Vorwartskante
i,j) =
I f(,7) falls (i, 7) Riickwértskante

und
A :=min{A(3,j) | (,7) auf erhhendem Weg W} .
Dann ist A > 0. Sei nun f': E — R definiert als

f@, )+ A falls (¢,5) Vorwirtskante auf W
=2 f(i,5) — A falls (i,4) Riickwirtskante auf W
@, 7) sonst .

Dann ist f’ wieder ein Fluf, und w(f’) > w(f) im Widerspruch zu der
Annahme, daff f ein Maximalflufs ist.

<= : Das Netzwerk (D;s,t;c) habe keinen beziiglich f erh6henden Weg.
Sei S die Menge aller Knoten in V', zu denen ein erh6hender Weg von
s aus beziiglich f existiert. Es gilt S # 0, weil s € S, und S # V,
weil ¢t ¢ S. Dann induziert s einen s-t-Schnitt, und es muf gelten, daff
f@i,7) = c(i,j) fir alle (4,j) mit ¢ € .S, 7 € V'\ S und dak f(i,5) =0
fiir alle (4,7) mit 2 € V'\' S, j € S (d.h. alle Kanten (7,7) mit i € S,
j € V'\ S sind ,saturiert, und alle Kanten (4,j) miti € V\S,j € S
sind ,leer”). Nach Schnittlemma 2 ergibt sich w(f) = ¢(S,V \ S). Es
muf also w(f) maximal sein. O

Max-Flow Min-Cut Theorem 4 (Ford und Fulkerson 1956). In einem Netz-
werk (Dj s, t;¢) ist der Wert eines Maximalflusses gleich der minimalen Ka-
pazitit eines s-t-Schnittes.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus dem Satz vom erhdhenden Weg 3.
Denn ist f ein Maximalfluf, dann existiert ein Schnitt (S,V \ §) mit s € S
und t € V'\ S (wobei S die Menge aller auf einem erhéhenden Weg von s
erreichbaren Knoten ist). Fiir (S,V '\ S) gilt, daf

w(f) =¢c(S,V\S) und ¢(S,V\S9) :@;I;};IVC(S,’V\S) . O
ses
teV\S

'ebenso Elias, Feinstein und Shanon 1956
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Folgerung. Flir einen Fluff f in einem Netzwerk (D;s,t;c) ist dquivalent:
(i) Der Wert w(f) ist mazimal.
(1i) Es gibt keinen beziglich f erhohenden Wey.

(111) Die Kapazitat eines minimalen s-t-Schnittes (S,V '\ S) ist w(f).

Ganzzahligkeitssatz 5. Sei (D;s,t;¢) ein Netzwerk mit ¢: E — Ny. Dann
gibt es einen Mazimalfluf f mit f(i,7) € Ny fir alle (i,7) € E und damit
w(f) eNy.

Beweis. Definieren einen ganzzahligen ,Anfangsfluf“ fo: E — Ny (zum Bei-
spiel f(i,7) = 0 fiir alle (4,5) € E). Ist fp nicht maximal, so existiert ein
erhohender Weg beziiglich fy, und fiir diesen ist Ay > 0 (definiert wie A
im Satz vom erhéhenden Weg 3) ganzzahlig. Entsprechend kann f; mit
w(fo) = w(fo) + A¢ konstruiert werden, und f; ist wiederum ganzzahlig.
Das Verfahren kann so lange iteriert werden, bis ein ganzzahliger Fluf f;
erreicht ist, beziiglich dessen es keinen erh6henden Weg mehr gibt. O

2 Bestimmung maximaler Fliisse (,Max Flow*)

Entsprechend dem Beweis des Satzes vom erhchenden Weg 3 konnen wir
folgendes Verfahren zur Bestimmung eines Maximalflusses (und eines mini-
malen Schnittes) angeben:

1. Setze f(i,7) := 0 fiir alle Kanten (4,5) € E.

2. Solange es einen erhhenden Weg beziiglich f gibt, fithre aus:

3. Sei (e1,€,...,e,) mit ey,...,ex € E erhdhender Weg.

4. Setze A := min({c(e;) — f(e;) | & VWK} U {f(e;) | es RwK})
(wobei VwK fiir Vorwirts-, RwK fiir Riickwértskante steht).

5. Setze f(e;) := f(e;) + A, falls e; eine Vorwértskante ist, und setze
f(e;) := f(e;) — A, falls e; eine Riickwértskante ist.

Einen erhohenden Weg kann man systematisch mittels einer Breitensuche
finden.

2.1 Ford-Fulkerson-Algorithmus

Eingabe. Ein Netzwerk (D; s, t; ¢) mit dem Graph D = (V, E), wobei V :=
{1,...,n}, und Kapazitéitsfunktion c: E — R{ .

Ausgabe. Ein Maximalflu® f und ein minimaler s-¢-Schnitt (S,V \ S).



Ford-Fulkerson
1. Fiir (i,j) € E setze f(i,7) := 0.
2. Lege Datenstrukturen an:

e S (Menge der markierten Knoten)

e Vor (Array der Linge n — 1, in dem fiir alle Knoten aus V' \ {s}

der Vorgénger auf einem erhhenden Weg von s nach ¢ gespeichert
wird)

e A (Array der Lange n — 1 zur sukzessiven Bestimmung der ,Er-

hohungswerte“ A)

e u (Hilfsarray der Liange n zur Durchfithrung der Breitensuche)

3. Setze S := {s}.
4. Setze fiir alle v € V sowohl u(v) := False als auch A(v) := oo.
5. Solange es ein v € S mit u(v) = False gibt, fiithre aus:

6
7.
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

Wihle v € S mit u(v) = False.
Fiir alle (v, w) € E mit w ¢ S fiihre aus:
Falls f(v,w) < ¢(v,w), dann:
Setze Vor(w) := +wv.
Setze A(w) := min {c(v,w) — f(v,w), A(v)}.
Setze S := S U{w}.
Fiir alle (w,v) € E mit w ¢ S fiihre aus:
Falls f(w,v) > 0, dann:
Setze Vor(w) := —v.
Setze A(w) := min {f(w,v), A(v)}.
Setze S := SU{w}.
Setze u(v) := True.
Falls t € S, dann fiihre aus:
Setze w :=t.
Solange w # s, fiihre aus:
Falls Vor(w) > 0, dann:
Setze f(Vor(w),w) := f(Vor(w),w) + A(t).
Sonst:
Setze f(w,—Vor(w)) := f(w,— Vor(w)) — A(t).
Setze w := Vor(w).
Setze S := {s}.

Setze fiir alle v € V sowohl u(v) := False als auch A(v) := oo.

28. Gib f und (S,V '\ S) aus.

In den Schritten 6 bis 17 wird ein erhéhender s-t-Weg gesucht. Dazu wird
die Menge S C V der Knoten bestimmt, die auf erh6henden Wegen von s
aus erreichbar sind.
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Laufzeit. Die Laufzeit des Algorithmus hingt davon ab, wie geschickt v
ausgewdhlt wird (in Schritt 6), und davon, wie oft erhoht wird. Die Anzahl
der Erhohungen héngt hier auch ab von C := max{c(s,j) | (¢,j) € E}.

Bei nichtrationalen Werten c¢(4,j) kann es passieren, daf das Verfahren
nicht terminiert. Bei rationalen Werten geht C im allgemeinen in die Laufzeit
ein.

Beispiel.

1000 1000
2 (4) 6
1000 1000

—_

1000 1000
3 1000 o) 1000 7

Der Wert eines maximalen Flusses ist 2000. Es kann passieren, dak abwech-
selnd entlang der Wege s =2 -4 =5 -7 —>tund s -3 =5+ 4 —
6 — t um jeweils eine Flufeinheit erhoht wird.

2.2 Der Algorithmus von Edmonds und Karp (1972)

Geschickter geht der Algorithmus von Edmonds und Karp vor. Dort wird
der Schritt 6 des Algorithmus ,wéhle v € S mit u(v) = False“ ersetzt durch
“wihle unter allen v € S mit u(v) = False das v aus, welches schon am
langsten in S ist.”

Dazu wird S als QUEUE implementiert. Dieser Algorithmus kann dann
in O(|V||E[?) implementiert werden. Der Fluf wird maximal O(|V||E|) oft
erhoht, und die Erhéhung kostet jeweils hochstens O(|E).

Beispiel. Wir fiithren den Algorithmus von Edmonds und Karp an dem fol-
genden Beispielgraph vor, der den Anfangsfluf (iiberall 0) und die Kapazi-
tédten in Klammern zeigt. Hervorgehoben ist aulerdem der erste erh6hende
Weg, der gefunden werden konnte.



Der eingezeichnete erhohende Weg wurde wie folgt gefunden: Zunéchst ist
S = {s} und u(v) = False fiir alle v € V. Von s aus werden die Knoten a, b
und f erreicht, das heift S := {s,a,b, f} und

Vor(a) :== s A(a) := 38
Vor(b) :=s A(b) =1
Vor(f) :==s A(f)=2.

Nun werden von a aus die Knoten ¢ und d gefunden und von f aus der
Knoten £, womit ¢ € S ist und

Vor(c) :==a A(c) == 10
Vor(d) :==a A(a) :== 13
Vor(t) := f A(t) :==

Der néchste Graph zeigt den Fluf nach Auswertung des erh6henden Weges
sowie den neuen gefundenen erhéhenden Weg.

0 (13)

0(2)

Es folgen die weiteren Zwischensténde des Algorithmus bis zum Ende.
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0 (13)
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9 (13)

2.3 Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan (1988)

Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist der effizienteste bekannte Al-
gorithmus zur Konstruktion eines Maximalflusses. Er kann unter Benutzung
geeigneter Datenstrukturen so implementiert werden, daf er eine Laufzeit
von O(|V|%|E|2) hat.

Der Algorithmus beruht nicht auf ,erhéhenden Wegen“, sondern auf der
Verwendung von , Préafliissen”, bei denen fiir Knoten die Fluferhaltungsbedin-
gung verletzt sein darf: In einem Praflufl darf in einen Knoten mehr hinein-
flieflen als hinausfliefft. Der Algorithmus erhélt diese ,Préflu-Eigenschaft.
Erst am Ende des Algorithmus wird der Prafluf zu einem Flufs gemacht, der
dann maximal ist.

Grundidee. Aus Knoten mit ,FluRiiberschuf“ wird dieser Uberschuff in
Richtung ¢ geschoben (PUSH). Es werden dazu nicht kiirzeste Wege nach ¢,
sondern Wege, die momentan ,ungefihr” kiirzeste Wege sind, verwendet
(RELABEL). Wenn es nicht mehr mdglich ist, einen FluRiiberschuf in Rich-
tung t zu schieben, so wird er zuriick zur Quelle s geschoben.
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Zur Vereinfachung der Darstellung erweitern wir das Netzwerk D =
(V,E) zu D' = (V,V x V). Sei E' := EU{(v,w) | (w,v) € EA (v,w) ¢ E}.
Auferdem wird c: E — Ry fortgesetzt zu ¢/: VxV — R durch ¢ (v, w) = 0
fiir (v,w) ¢ E.

Ein Fluf f ist dann eine Abbildung f: V x V — R mit Kapazitdtsbedin-
gung

V(w,w) eV xV f(v,w) < (v,w) , (3)
Antisymmetrie- Forderung

V(v,w) €V XV f(v,w) = —f(w,v) (4)
und Fluferhaltungsbedingung

Vo e V\{s,t} Y flu,v)=0. (5)

ueV

Der Wert eines Flusses f ist dann

w(f) =Y fls,v) =D f(v,1) .

veV veV

Die Antisymmetriebedingung (4) bewirkt, daf nicht beide Kanten (v, w) und
(w,v) echten“ Fluf tragen. Dadurch wird die FluRerhaltungsbedingung und
die Berechnung des Flufwertes vereinfacht.

Definition. Ein Prdfiuf ist eine Abbildung f: V x V — R, welche die Be-
dingungen (3) und (4) erfiillt sowie

VoeV\{s} > flu,v)>0. (5)

uev

Die Bedingung (5’) besagt, daf fiir alle Knoten v € V'\ {s} mindestens
soviel Fluf hineinflieft wie auch hinausfliefit.

Definition. Sei f ein Praflufs. Fiir v € V heifit der Wert

e(v) := Z f(u,v)

Flufiberschuf, und die Abbildung r¢: E' — R mit
V(u,v) € E' rf(u,v) = (u,v) — f(u,v)

heilt Restkapazitdt.
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Abbildung 1: Flufnetzwerk mit Praflufs

Bemerkung. Wenn fiir eine Kante (u,v) € E’ gilt, daR r¢(u,v) > 0, so kann
der Fluf auf dieser Kante erhoht werden. Falls fiir (u,v) € E' gilt, daf 0 <
f (u,v) < (u,v), so heilt (u,v) nicht saturiert. Ist 0 < f(u,v) < ' (u,v), so
ist (u,v) nicht leer, also f(v,u) = —f(u,v) < 0 < (v, u).

Definition. Eine Kante (v, w) € E’ heifit Residualkante beziiglich Prafluf f,
falls r(v,w) > 0. Der Residualgraph zu f ist gegeben durch D¢ (V, Ef) mit
Eg :={(v,w) € E' | r¢(v,w) > 0}.

Beispiel. Die Abbildung 1 zeigt in unserem altbekannten Flufinetzwerk
einen Prafluf. Die Kapazitdten der Kanten sind in Klammern angegeben,
soweit sie ungleich 0 sind. Kanten, die nur in E’ sind, sind gestrichelt ge-
zeichnet. Ist in einem Knoten ein Uberschuff vorhanden, so ist dieser ebenfalls
(in fetter Schrift) angegeben. Residualkanten sind hervorgehoben.

Definition. Eine Abbildung dist: V' — Ny U {oo} heilt zulissige Markierung
beziiglich eines Praflusses f, falls dist(s) = |V/|, dist(t) = 0, und fiir alle
v € V\{s,t}, falls (v,w) € Ey, dist(v) < dist(w) +1 gilt. Ein Knoten v € V
heifst aktiv im Laufe des Algorithmus, wenn v € V' \ {s,t}, e(v) > 0 und
dist(v) < oo.

Bemerkung. Zu Beginn des Algorithmus von Goldberg und Tarjan wird
dist(s) := |V| und dist(v) := 0 fir v € V \ {s} gesetzt. Im Laufe des
Algorithmus werden die Werte dist(v) veréndert, allerdings immer so, daff
dist zuléssig ist. Die Markierung dist erfiillt stets:
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e Falls dist(v) < |V]| fiir v € V, so ist dist(v) eine untere Schranke fiir
den Abstand von v zu ¢t in Dy.

e Falls dist(v) > |V|, so ist ¢ von v in Dy nicht erreichbar, und der
Ausdruck dist(v) — |V ist eine untere Schranke fiir den Abstand von
v zu s in Dy.

Der Algorithmus beginnt mit einem Prafluf f mit f(s,v) = —f(v,s) =
d(s,v) fiir (s,v),(v,s) € E' und f(v,w) = 0 sonst. Der Prafluf f wird im
Laufe des Algorithmus verdndert, bis er am Ende ein Fluf ist.

Formale Beschreibung

Eingabe. Netzwerk (D;s,t;¢) mit D = (V,E) und c: E — R .

Goldberg-Tarjan
1. Fir (v,w) € V x V mit (v,w) ¢ E setze c(v,w) :=0.

2. Fiir (v,w) € V x V setze f(v,w) := 0 und rf(v,w) := c(v, w).
3. Setze dist(s) == |V]|.
4. Fir v € V' \ {s} setze:
5. f(s,v) :=c(s,v), r¢(s,v) :== 0.
6. f(v,8) := —c(s,v), ry(v,8) :=c(v,s) — f(v,s).
7. dist(v) := 0.
8. e(v) :==c(s,v).
9. Solange es einen aktiven Knoten gibt:
10. Wiéhle einen aktiven Knoten v aus.
11. Fiihre fiir v eine zuldssige Operation PUSH oder RELABEL aus.
12. Gib f aus.

Die Operation PUSH ist zuléssig, falls der betreffende Knoten v aktiv ist
und falls es ein w € V mit r¢(v, w) > 0 und dist(v) = dist(w) + 1 gibt.

Prozedur PUSH(D, f, v, w)
1. A :=min (e(v),rf(v,w)).
2. f(v,w):= f(v,w) + A, f(w,v) = f(w,v) — A.
3. re(v,w) :=rf(v,w) — A, rp(w,v) :=7rp(w,v) + A.
4. e(v) :=e(v) — A, e(w) := e(w) + A.

Die Operation RELABEL ist zuléssig, falls v aktiv ist und falls fiir alle
w mit r¢(v,w) > 0 gilt, daf dist(v) < dist(w).
Prozedur RELABEL(D, f, v, dist)
00 , falls {w | ry(v,w) >0} =0,
1. dist(v) := { min{dist(w) + 1| r¢(v,w) > 0}

sonst .



2 Bestimmung maximaler Fliisse (,Max Flow") 15

Beispiel. Die Gegenkanten bleiben implizit. Die Kapazititen werden in
Klammern dargestellt. Der Praflul ist ebenfalls notiert, soweit von 0 ver-
schieden. Fiir jeden Knoten wird in fetter Schrift die Distanz in eckigen
Klammern sowie der Uberschuff (jeweils soweit von 0 verschieden) darge-
stellt. Aktive Knoten werden aufserdem besonders hervorgehoben. Die erste
Darstellung zeigt das Netzwerk zu Beginn des Algorithmus.

Wir fiihren jetzt die folgenden Operationen durch:

¢ RELABEL(a).
Dann ist dist(a) = 1.

e PUSH(a,b) mit A = 8 und PUSH(a, c) mit A = 10 und PUSH(a, d)
mit A = 13.
Nach Durchfiithrung dieser drei Operationen ist e(a) = 7, e(b) = 8+1 =
9, e(c) = 10 und e(d) = 13. Auch der Prafluf hat sich entsprechend
verdndert.

¢ RELABEL(a).
Da rf(a,s) > 0 und dist(a) < dist(s) ist, folgt dist(a) := 9.

e PUSH(a,s) mit A =7.
Danach ist der verringerte Prafluf f(s,a) = 31 und e(a) = 0.

Nach Durchfithrung dieser Operationen haben wir den folgenden Zwischen-
stand im Netzwerk.
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Nun folgen diese Operationen:
e RELABEL(b).
Dann ist dist(b) = 1.
e PUSH(b,c) mit A =9.
Dann ist e(b) = 0 und e(c) = 19.
¢ RELABEL(c).
Dann ist dist(c) = 1.
e PUSH(c,e) mit A = 8 sowie PUSH(c, f) mit A = 11.

Dies hat zur Folge, daR e(c) = 0 ist. Dafiir haben wir e(e) = 8 und
e(f) =11

Der neue Zwischenstand sieht dann so aus:

11 (24)
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Weiter:
¢ RELABEL(d).
Dann ist dist(d) = 1.
e PUSH(d, e) mit A = 1 sowie PUSH(d,¢) mit A = 7.

Nach Durchfiihrung dieser zwei Operationen hat sich e(d) auf 5 ver-
ringert, dafiir ist jetzt e(e) = 9 und e(t) = 7.

¢ RELABEL(d).

Wegen 7¢(d,b) = 2 und dist(b) =1 folgt dist(d) = 2.
o PUSH(d, b) mit A = 2.

Nun ist e(d) = 3 und e(b) = 2.
e RELABEL(d).

Da rf(d,a) > 0, folgt dist(d) = 10.

e PUSH(d,a) mit A = 3.

Der Prafluft von a nach d verringert sich auf 10, gleichzeitig ist e(d) = 0,
dafiir jedoch e(a) = 3.

Wir sehen uns erneut den Zwischenstand an:

Nun die folgenden Operationen:
e PUSH(a,s) mit A = 3.
Der Prafluf f(s,a) verringert sich auf 28, und damit ist e(a) wieder 0.

o RELABEL(b).
Wegen 7 (b, c) = 17 und dist(c) = 1 folgt dist(b) = 2.
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e PUSH(b, c) mit A = 2.

Hiermit ist auch e(b) wieder 0, dafiir ist e(c) = 2.

e RELABEL(e), dann PUSH(e,t) mit A = 7.

Zunichst ist damit dist(e) = 1. AnschlieRend verringert sich e(e) auf
2, dafiir haben wir dann e(t) = 14.

e RELABEL(e), dann PUSH(e, ¢) mit A = 2.

Dann ist dist(e) = 2. Der Prafluf von ¢ nach e verringert sich auf 6,
auerdem ist e(e) = 0 und e(c) = 4.

Das Netzwerk sieht nun so aus:

Zum Abschluf noch:

e PUSH(c,t) mit A =1 und PUSH(c, f) mit A = 3.

Danach ist e(c) = 0, e(t) = 15 und e(f) = 16.

e RELABEL(f), dann PUSH(f,¢) mit A = 16.

Zunichst ist dist(f) = 1. Durch die PUSH-Operation wird e(f) = 0
und e(t) = 31.

Nun ist kein Knoten mehr aktiv, und ein maximaler Flufs ist gefunden:
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Korrektheit

Wir beweisen die Korrektheit des Algorithmus von Goldberg und Tarjan,
indem wir zun#chst zeigen, daf er korrekt ist, falls er terminiert. Dann zeigen
wir, dafl die maximale Anzahl zuldssiger Operationen endlich ist. Dies ist fiir
alle Wahlen aktiver Knoten v und alle Wahlen zuléssiger Operationen fiir v
giiltig.

Lemma 6. Sei f ein Priflufl auf D, die Funktion dist eine beziglich f zu-
lassige Markierung auf V und v € V' ein aktiver Knoten. Dann ist entweder
eine PUSH-Operation von v oder eine RELABEL-Operation von v zuldssig.

Beweis. Wenn v aktiv ist, so ist e(v) > 0 und dist(v) < co. Da dist zuldssig
ist, gilt fiir alle w mit r(v,w) > 0, dak dist(v) < dist(w) + 1. Falls nun
PUSH(v,w) fiir kein solches w zuldssig ist, muf dist(v) < dist(w) sein fiir
alle w mit 7¢(v,w) > 0. Dann ist aber RELABEL zuléssig fiir v. O

Lemma 7. Wihrend des Ablaufs des Algorithmus von Goldberg und Tarjan
ist f stets ein Praflufl und dist stets eine beziiglich f zuldssige Markierung.

Beweis. Wir fiihren eine Induktion iiber die Anzahl k£ der durchgefiihrten
zuléssigen Operationen durch.

Fiir £ = 0 ist die Behauptung auf Grund der Initialisierung erfiillt. Wir
nehmen also an, die Behauptung gelte nach der k-ten Operation, und be-
trachten die (k + 1)-te Operation.

Fall 1: Die (k + 1)-te Operation ist eine Operation PUSH (v, w).
Die Préfluk-Eigenschaft von f bleibt erhalten. Die Markierung dist &n-
dert sich nicht, jedoch der Praflufs f. Die Operation PUSH (v, w) erhoht
f(v,w) um A > 0. Falls dadurch r¢(v,w) = 0 wird, bleibt die Mar-
kierung dist trivialerweise zuldssig. Wird ry(w,v) > 0, so bleibt dist
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ebenfalls zulédssig, da fiir die Zulédssigkeit von PUSH(v, w) die Bedin-
gung dist(w) = dist(v) — 1 < dist(v) + 1 gelten muf.

Fall 2: Die (k + 1)-te Operation ist eine Operation RELABEL(v).

Dann gilt vor der Operation, daf dist(v) < dist(w) fiir alle w mit
r(v,w) > 0. Die Operation RELABEL setzt dist(v) auf das Minimum
aller dist(w)+ 1 mit r;(v,w) > 0. Danach ist also dist wieder zuldssig.
Der Praflut f wird nicht gedndert. U

Lemma 8. Sei f ein Praflufl und dist beziglich f zuldssig. Dann ist t im
Residualgraph Dy von s aus nicht erreichbar (es gibt also keinen gerichteten
s-t-Weg in Dy).

Beweis. Angenommen, es existiert ein einfacher gerichteter s-t-Weg in Dy,
etwa

S=wvyg =V SV —> ... >v=1.

Da dist zuldssig ist, gilt dist(v;) < dist(vi31) + 1 fiir 0 <4 <[ — 1. Es ist
dann also dist(s) < dist(t)+1 < |V, da dist(t) = 0 und [ < |V|—1. Dies ist
ein Widerspruch zu dist(s) = |V| wegen der Zuldssigkeit von dist. O

Satz 9. Fulls der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert und am
Ende alle Markierungen endlich sind, dann ist der konstruierte Prafluf ein
Mazimalfluff im Netzwerk (D;s,t;c).

Beweis. Wegen Lemma 6 kann der Algorithmus nur dann abbrechen, wenn
kein aktiver Knoten existiert. Da nach Voraussetzung alle Markierungen end-
lich sind, muf e(v) = 0 gelten fiir alle v € V' \ {s,¢}. Damit ist f ein Fluf.
Nach Lemma 8 gibt es in Dy keinen Weg von s nach ¢. Dann gibt es aber in
D keinen beziiglich f erh6henden s-t-Weg. O

Es bleibt zu zeigen, daf der Algorithmus terminiert und daf die Markie-
rungen endlich bleiben.

Lemma 10. Sei f ein Prafluff auf D. Wenn fir v gilt, daff e(v) > 0, so ist s
in Dy von v aus erreichbar.

Beweis. Sei S, die Menge aller von v in D erreichbaren Knoten. Fiir alle
u € V\S,und alle w € Sy ist f(u,w) <0, da

0 =rp(w,u) = c(w,u) — f(w,u) >0+ f(u,w) .
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Wegen der Antisymmetriebedingung (4) gilt

S ew)= 3 flu,w)

I
]
kh
=
g
+
g
[y
=
g

Da f ein Préfluf ist, ist e(v) > 0 fiirallew € V\{s}, also 3, cq,\ (53 €(v) = 0
Da aber e(v) > 0 und v € S, ist auch s € S,. O

Lemma 11. Wdhrend des gesamten Algorithmus gilt
YoeV dist(v) <2[V|—-1.

Beweis. Zu Beginn des Algorithmus gilt die Behauptung. Betrachten al-
so einen beliebigen Zeitpunkt, zu dem fiir einen Knoten v die Markierung
dist(v) gedndert wird. Dann muf v aktiv sein, also e(v) > 0 gelten. Wegen
Lemma 10 ist s von v aus in Dy erreichbar, es existiert also ein einfacher Weg
v=v9 = v =V = ... v = smit dist(v;) < dist(vi41) fir 0 <4 <[—-1.
Dal < |V| -1, folgt

dist(v) < dist(s) +1 <2|V| -1 . O

Lemma 12. Wihrend des Algorithmus werden hiochstens 2|V |—1 Operationen
RELABEL pro Knoten ausgefihrt. Die Gesamizahl der RELABEL-Opera-
tionen ist also hichstens 2|V |2

Beweis. Jede Operation RELABEL an v erhoht dist(v). Da wihrend des
gesamten Algorithmus die Ungleichung dist(v) < 2|V| — 1 gilt, folgt die
Behauptung. O

Um die Gesamtzahl der PUSH-Operationen abzuschétzen, unterscheiden
wir zwei Arten von PUSH-Operationen:

Definition. Eine Operation PUSH(v, w) heift saturierend, wenn hinterher
r¢(v,w) = 0 gilt. Ansonsten heikt PUSH(v,w) nicht saturierend.

Lemma 13. Wihrend des Algorithmus werden hdchstens 2|V ||E| saturieren-
de PUSH ausgefiihrt.

Beweis. Ein PUSH(v,w) wird nur fiir eine Kante (v,w) aus Dy ausgefiihrt,
und dist(v) = dist(w)+1. Falls PUSH(v, w) saturierend ist, so kann nur dann
zu einem spéteren Zeitpunkt des Algorithmus noch einmal PUSH (v, w) aus-
gefithrt werden, wenn in der Zwischenzeit ein PUSH(w,v) ausgefiihrt wur-
de. Dazu muf dann aber dist(w) = dist(v) + 1 sein, wozu dist(w) zwischen
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dem ersten PUSH (v, w) und PUSH(w, v) um mindestens zwei gewachsen sein
muf. Ebenso muf vor Ausfithrung des zweiten PUSH (v, w) auch dist(v) um
mindestens zwei gewachsen sein.

Bei Ausfiihrung der ersten Operation PUSH (v, w) oder PUSH (w, v) iiber-
haupt muk aukerdem dist(v) + dist(w) > 1 sein. Am Ende gilt

dist(v) <2|V| -1 und dist(w) <2|V|-1,

das heift, daf bei der Ausfithrung des letzten PUSH (v, w) oder PUSH(w, v)
die Ungleichung dist(v) + dist(w) < 4|V| — 3 gilt. Fiir eine Kante (v, w) kann
es also hochstens 2|V| — 1 saturierende PUSH-Operationen geben. Damit ist

insgesamt 2|V||E| eine obere Schranke fiir die Gesamtzahl der saturierenden
PUSH. O

Lemma 14. Wihrend des Algorithmus werden héchstens 4|V || E| nicht sa-
turierende PUSH ausgefiihrt.

Beweis. Wir betrachten die Verdnderung des Wertes

D= Z dist(v)
veV\{s,t}
v aktiv

im Laufe des Algorithmus. Zu Beginn ist D = 0, und es gilt immer D > 0.

Jedes nicht saturierende PUSH(v,w) setzt D um mindestens 1 herab,
da danach e(v) = 0, also v nicht aktiv, und eventuell w danach aktiv, aber
dist(w) = dist(v)—1. Jedes saturierende PUSH (v, w) erh6ht D um hochstens
2|V| — 1, da der eventuell aktivierte Knoten w nach Lemma 11 erfiillt, daff
dist(w) < 2|V|—1. Die saturierenden PUSH konnen also insgesamt (Lemma
13) D um héchstens (2|V|—1)(2|V||E|) erhohen. Nach Lemma 12 kann durch
RELABEL der Wert D um hochstens (2|V| — 1)|V| erhoht werden.

Da die Gesamtzahl der Erhéhungen von D gleich der Gesamtzahl der
Erniedrigungen von D ist, haben wir also eine obere Schranke fiir die Ge-
samtzahl der Erniedrigungen, und damit ist die Gesamtzahl der nicht satu-

rierenden PUSH hochstens
V- 1DQIVIIE| +|V]) < 4V[|E| . O

Satz 15. Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert nach spdte-
stens O(|V|*|E|) Ausfihrungen zulissiger PUSH- oder RELABEL-Operatio-
nen.

Spezielle Implementationen des Algorithmus von Goldberg und Tarjan

Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist sehr flexibel. Je nach Wahl der
Operationen PUSH oder RELABEL kann man zu unterschiedlichen Worst-
case-Laufzeiten kommen. Die Laufzeit ist im wesentlichen abhéingig von der
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Anzahl der nichtsaturierenden PUSH. Dies ist wiederum abhéngig von der
Wahl des aktiven Knotens. Besonders giinstig ist es, aktive Knoten so zu
wahlen, dafs sie nicht ,unnétig* wechseln.

FIFO-Implementation. Die aktiven Knoten werden entsprechend der Rei-
henfolge ,first-in-first-out* gewihlt. Dies fiihrt zu O(|V|*) (Goldberg 1985,
Shiloach und Vishkin 1982).

v|*

Mit ,Dynamischen Bédumen“ kommt man sogar mit O(|V||E|log W)
(Goldberg und Tarjan 1988).

Highest-Label-Implementation. Fiir PUSH wird unter den aktiven Knoten

1
derjenige mit héchstem Wert von dist gewéhlt. Dies fithrt zu O(|V|*|E|?)
(Cheriyan und Motvekwani 1989).

Excess-Scaling-Implementation. Fiir PUSH(v, w) wird die Kante (v, w) so
gewahlt, dafs v aktiv, e(v) ,geeignet grok* und e(w) ,,geeignet klein“ ist. Dies
fiihrt zu O(|E|+|V|?log C), wobei C := max(, ,) ¢(u,v) ist (Ahuja und Orlin
1989).

2.4 Anwendungsbeispiel: Mehrmaschinen-Scheduling

Gegeben: Eine Menge von Auftraigen (Jobs) j € J, |J| < oo, und fiir jede
Aufgabe j eine Bearbeitungszeit p; € ]R(J{, eine fritheste Anfangszeit r; € ]Rg'
und eine Deadline d; > r;+p;, aukerdem M Maschinen. Jede Maschine kann
zu einem Zeitpunkt nur einen Job bearbeiten, und jeder Job kann zu einem
Zeitpunkt nur von einer Maschine bearbeitet werden. Jobs kénnen allerdings
unterbrochen werden und spéter auf derselben oder einer anderen Maschine
weiterbearbeitet werden.

Gesucht: Eine Bearbeitungsreihenfolge der Jobs auf den Maschinen, die alle
Bedingungen erfiillt, sofern eine solche existiert.

Riickfiihrung des Problems auf ein Fluliproblem

Die Zeiten r; und d; werden fiir alle j € J in nichtabsteigender Reihenfolge
betrachtet. Es werden die hochstens 2|J| — 1 paarweise disjunkten Zeitinter-
valle zwischen diesen Zeitpunkten betrachtet. Diese werden mit Ty fiir [k,1)
bezeichnet.

Das Flufinetzwerk wird dann folgendermaflen gebildet:

Knoten: Es gibt |J| Knoten fiir die Jobs, auferdem fiir jedes Ty; einen Kno-
ten, und schlieflich eine Quelle s und eine Senke ¢.
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Abbildung 2: Flufinetzwerk fiir Mehrmaschinen-Scheduling

Kanten: Fiir alle j € J werden Kanten (s, ) mit ¢(s,j) := p; eingefiihrt,
um die Bearbeitungszeiten eines jeden Knotens zu reprisentieren. Au-
ferdem (Ty;,t) mit ¢(Ty;,t) := (I — k)M, um die Bearbeitungszeit zu
reprasentieren, die im Zeitintervall [k,[) zur Verfiigung steht, und dann
noch (j,Ty), falls r; < k und d; > I mit ¢(j,Ty) := I — k, um die
maximale Zeit zu représentieren, die fiir Job j im Intervall [k,1) zur
Verfiigung steht.

Es gibt eine Bearbeitungsreihenfolge, die die Bedingungen erfiillt (zulds-
siger Schedule) genau dann, wenn fiir einen Maximalfluf f in D gilt, daf

w(f) = 2jesPi-

Beispiel. Wir wihlen M := 3, J :={1,2,3,4}, und

p1:=15, r =3, dy =5,
po :=1.25 | ro:=1, do:=4
p3 =21, rg: =3 , dg =17,
py:i=3.6 , T4:=5H , dy:=9 .

Daraus ergibt sich, daf wir die Zeitpunkte 1,3,4,5,7,9 betrachten und die
Intervalle Ti3, T34, T4s5, T57, Tr9. Das zugehorige Netzwerk zeigt dann Abbil-
dung 2.



